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В ВЕД ЕНИЕ 

 
У ч ебно-м етодич ес к ое п ос обие нап ис ано в с оответ с твии с  дейс твую щ ей 

п рограм м ой к урс а « М атем атик а» для с т удентов  г еологич ес к ого фак ультета, 
с одержит  к рат к ие теоретич ес к ие с ведения и п одробное решение тип ичных 
п рим еров п о разделу « Ч ис ловые ряды.  Ф унк циональные ряды». 

 
1. Ч ИСЛ О В Ы Е РЯ Д Ы  
 
1.1. П оняти е  чи с л о в ого  ряда 
 
 
Пус ть дана ч ис ловая п ос ледовательнос ть ,...,...,,, 321 naaaa  В ыра ж ение 

вида  

                        ∑
∞

=
=+++++

1
321 ......

n
nn aaaaa                                 (1) 

называет с я чис ло вым рядо м или п рос то рядо м. 
Ч ис ла ,...,...,,, 321 naaaa  называю т  ч ленам и ряда, ч лен na  с  

п роизвольным  ном ером  – о бщим члено м ряда . Сум м ы к онечного ч ис ла ч ленов 
ряда  

;a...aaaS;...;aaaS;aaS;aS nn ++++=++=+== 321321321211
 
называю т ся ча с т ичными с умма ми ряда  (1). 

Так  к ак  ч ис ло ч ленов ряда бес к онечно, то ч ас тичные с ум м ы образую т  
бес к онечную  п ос ледовательнос ть ч ас тичных с ум м : 

                ...,...,,, 321 nSSSS .                                                (2) 
Ряд (1) называется с хо дящимс я, ес ли п ос ледовательнос ть ч ас тичных  

с ум м  (2) с ходитс я к  к ак ом у – нибудь ч ис лу S , к оторое в  этом  с луч ае 
называет с я с уммо й ряда  (1) 

......321 +++++= naaaaS  или ∑
∞

=
=

1n
naS                              (3) 

Ес ли же п ос ледовательнос ть ч ас тичных с ум м  рас ходитс я, то ряд (1) 
называет с я ра с хо дящимс я. Рас ходящ ийся ряд с ум м ы не им еет . 

Прим ер 1.   Ис с ледовать на с ходим ос ть ряд    ∑
∞

= +1 )1(
1

n nn . 

Рас с м отрим  с ум м у nS - п ервых  n - ч ленов ряда  

 .
)1(

1...
32

1
21

1
+

++
⋅

+
⋅

=
nn

Sn  
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Слагаем ые этой с ум м ы м ог ут  быть п редс тавлены в виде 

 2
11

21
1

−=
⋅

,  3
1

2
1

32
1

−=
⋅

,  
4
1

3
1

43
1

−=
⋅

,… . 

О ч евидно,    ,
1

11
)1(

1
+

−=
+ nnnn   ,...)3,2,1( =n  

Поэтом у  









+

−++





 −+






 −+






−=

)1(
11...

4
1

3
1

3
1

2
1

2
11

nnn
Sn = )1(

11
+

−
nn . 









+

−=
∞→∞→ )n(nn

limSlim
nnn 1

11
=1. 

Прим ер 2.  У с тановим , с ходится или рас ходитс я ряд  

∑
∞

=

−− −=+−++−+−
1

11 )1(...)1(...1111
n

nn
 

Пос ледовательнос ть его ч ас тичных с ум м  им еет   вид:  11 =S ,  02 =S ,  13 =S ,  
04 =S , …   и, с ледовательно, не с ходится ни к  к ак ом у п ределу,  п оэтом у данный 

ряд рас ходится. 
 Прим ер 3.  Рас с м отрим  ряд, с ос тавленный из ч ленов г еом етрич ес к ой 
п рогрес с ии     :,...,...,,,,1 132 −nqqqq     

  ∑
∞

=

−− =+++++
1

1132 ......1
n

nn qqqqq . 

 Ес ли 1≠q ,  то, к ак  извес тно,  

 1
1...1

1
132

−
−⋅

=+++++=
−

−

q
qqqqqqS

n
n

n , 

 или 

 q
q

qq
qS

nn

n −
−

−
=

−
−

=
11

1
1
1

. 

 1. При   1|| <q ,   q
Sn −

=
1

1
 ,  

т .е. ряд с ходитс я и его с ум м а   q
S

−
=

1
1

. 

 2. При  1=q п олуч аем  ряд    ...1...111 +++++ . 

Следовательно,  nSn =   и     ∞=
∞→

nn
Slim ,     т .е. ряд  п ри  1=q   рас ходится. 
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 3. При   1|| >q  ,     ∞=
−
−

=
∞→ q

qSlim
n

nn 1
1

,   т . е. ряд рас ходитс я. 

 
 
 1.2. С в ойс тв а с ходящ и хс я рядо в  
 
 Ес ли в ряде (1) отброс ить к онечное ч ис ло п ервых ч ленов, нап рим ер m- 
ч ленов, то п олуч им  ряд 

                              ...,...321 +++++ ++++ kmmmm aaaa                              (3) 
к оторый называет ся m-м  о с т а т ко м ряда  (1). 
 Теорема 1.1.  Ряд (3) с хо дит с я (или ра с хо дит с я)  о дно временно  с  рядо м 
(1). Т . е. на  с хо димо с т ь ряда  не влияет  о т бра с ыва ние любо го  ко нечно го  чис л а  
члено в. 
О бознач им  ч ерез mr  - m- ый ос таток  ряда. 
 Теорема 2.1.  Предел  с уммы  mr   m- го  о с т а т ка  с хо дящ его с я ряда  (1) п ри   
m ∞→   ра вен  нулю . 
 Теорема 3.1.  Ес ли ряд (1) с хо дит с я и его  с умма  ра вна  S, 

 т о  и ряд  ∑
∞

=1n
nca , где c - неко т о ро е чис л о , т а кж е с хо дит с я, и его  с умма  ра вна    

.cS  

 Теорема 4.1. Ес ли ряды  ∑
∞

=1n
na  и   ∑

∞

=1n
nb  с хо дят с я и их с уммы 

с о о т вет с т венно  ра вны S    и σ , т о  и ряд   )(
1

n
n

n ba +∑
∞

=
 с хо дит с я и его  

с умма  ра вна  σ+S . 

 Теорема 5.1(необходи мый при знак с ходи мо с ти  ряда). Ес ли ряд ∑
∞

=1n
na   

с хо дит с я,  т о  его  о бщий член с т ремит с я к нулю , т .е. 0=
∞→

nn
alim . 

О братное утверждение неверно. 
 Прим ер 4. Рас с м отрим  ряд 

∑
∞

=

=+++++
1

1...1...
3
1

2
11

n nn .                                                        (4) 

Так ой ряд называет с я г арм онич ес к им  рядом .  О ч евидно, ч то для 
г арм онич ес к ого ряда вып олнено  необходим ое ус ловие  с ходим ос ти, так  к ак  
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01 ==
∞→∞→ n

limalim
nnn   

 Д ок ажем  рас ходим ос ть ряда (4). Предп оложим , ч то ряд с ходитс я и его 
с ум м а равна  S . 
Тогда  

 2
1

2
1

2
1

1
1

2 =⋅>++
+

=−
∞→ n

n
n

...
n

)SS(lim nnn
. 

Следовательно, г арм онич ес к ий ряд рас ходитс я. 
 Для с хо димо с т и ряда  (1) нео бхо димо  и до с т а т о чно , чт о бы для  вс яко го  
п о л о ж ит ельно го   чис л а   0>ε  мо ж но  было  п о до бра т ь т а ко е N, чт о  п ри  n>N   
и любо м п о л о ж ит ельно м   p  вып о лнял о с ь нера венс т во  

ε<+++ +++ |...| 21 pnnn aaa   
(кри тери й Коши ). 
 

Конт рол ь ны е  примеры  
 
 Н ап ис ать п рос тейшую  форм улу n-го ч лена ряда п о ук азанным  ч ленам : 

1.  ...
7
1

5
1

3
11 ++++  

2.  ...
8
1

6
1

4
1

2
1

++++  

3.   ...
8
4

4
3

2
21 ++++   

4.   ...
16
1

9
1

4
11 ++++  

5.   ...
25
6

16
5

9
4

4
3

++++  

6.  ...
14
8

11
6

8
4

5
2

++++  

7.  ...
42
1

30
1

20
1

16
1

12
1

6
1

2
1

+++++++  

8.  ...
10741
7531

741
531

41
311 +

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

+
⋅⋅
⋅⋅

+
⋅
⋅

+  

9.  ...11111111 +−+−+−+−  

10. ...++++++
6
15

4
13

2
11  

 
Н ап ис ать 4-5 п ервых ч лена ряда п о извес тном у общ ем у ч лену  na  
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11.  1
23

2 +
−

=
n
nan ;  12.  n

n

n
na

2
)1(−

= ;  13.  2
)1(2

n
a

n

n
−+

= ; 

14.  nnn ))((
a

13
1
−+

= ;   15.  !

cos
2

sin2

n

nn

an

π
π







 +

= . 

 
 
 1.3. Ряды  с  неотри цател ьными  чл енами  

 Теорема 6.1. Для т о го  чт о бы ряд ∑
∞

=1n
na   с  нео т рица т ельными члена ми 

с хо дилс я, нео бхо димо  и до с т а т о чно , чт о бы п о с ледо ва т ельно с т ь ча с т ичных 
с умм эт о го  ряда  была  о гра ничена . 
 
 Д ос т ат очны е  ус л овия с ходимос т и чис л овы х рядов. 
 Теорема 7.1(при знак с рав нени я).  Ес ли  nn ba ≤≤0 , на чина я с  
неко т о ро го  0nn = ,  и ряд  

            ∑
∞

=

=+++++
1

321 ......
n

nn bbbbb                                    (5) 

с хо дит с я, т о  и ряд (1) т о ж е с хо дит с я. Ес ли ряд (1) ра с хо дит с я, т о  
ра с хо дит с я и ряд (2). 
 Теорема 8.1(общ и й при знак с рав нени я). Ес ли ряд (1) п о л о ж ит ельный, а  
ряд (5) с т ро го  п о л о ж ит ельный и с ущес т вует   

 c
b
alim

n

n
n

=
∞→ , 

где c=const, 0≠c , т о  из с хо димо с т и ряда  (5) с ледует  с хо димо с т ь ряда  (1),а  из 
ра с хо димо с т и ряда  (1) с ледует  ра с хо димо с т ь ряда  (5) . В  ча с т но с т и, ес ли  

nn ba ~ , п ри  ∞→n ,  т о  ряды с  члена ми na   и   nb   с хо дят с я или ра с хо дят с я 
о дно временно . 

 Прим ер 5.  Ис с с ледовать на с ходим ос ть ряд   ∑
∞

= +1
2)1(

1
n n

. 

 Сравниваем  данный ряд с о с ходящ им с я рядом  (с м . п рим ер 1). 

∑
∞

= +1 )1(
1

n nn .   О ч евидно, 

)1(
1

)1(
1

2 +
<

+ nnn
,   (n=1,2,3,… ) 

О т с ю да, с ог лас но теорем е 7, п олуч аем , ч то данный ряд с ходится. 
 Прим ер 6.  Ряд 
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...
2
1...

23
1

22
1

21
1

32 +
⋅

++
⋅

+
⋅

+
⋅ nn

 

с ходитс я, т .к . здес ь  

nnn n
a

2
1

2
1

<
⋅

= , 

п рич ем  ряд, с ос тавленный из элем ентов  г еом етрич ес к ой п рогрес с ия   ∑
∞

=1 2
1

n
n , 

знам енатель к оторой  2
1

=q , с ходитс я. 

 Прим ер 7.  Ряд  

          ...
12

1...
5
1

3
11 +

−
++++

n  

рас ходится, т .к .  

0
2
11

12
1

≠=





 ÷

−∞→ nn
lim
n  , 

а ряд с  общ им  ч леном   
n

an
1

=   рас ходитс я. 

Прим ер 8.   Ряд 

...
2

1...
32

1
22

1
12

1
32 +

−
++

−
+

−
+

− nn  

с ходитс я, т . к . 

01
2
1

2
1

≠=





 ÷

−∞→ nnn n
lim , 

т .е. nn n 2
1~

2
1
−

, а ряд с  общ им  ч леном   n2
1

 с ходитс я. 

 

 Теорема 9.1(при знак Д ал амбера).  Пус т ь да н ряд  ∑
∞

=1n
na   с  

п о л о ж ит ельными члена ми  и с ущ ес т вует  п редел    ρ=+

∞→ n

n
n a

alim 1 .  Т о гда   

а ) п ри  1<ρ   ряд с хо дит с я; 
б) п ри  1>ρ  ряд ра с хо дит с я. 

При  1=ρ   о  с хо димо с т и ряда  ничего  с ка за т ь нельзя. 
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 Прим ер 9.  Ряд   ∑
∞

=1 !
1

n n   с ходитс я, так  к ак  

10
1

1
1

1 <=
+

=
+

=
∞→∞→

+

∞→ n
lim

)!n(
!nlim

a
alim

nnn

n
n

. 

По п ризнак у Д алам бера  этот  ряд с ходится. 
 

 Прим ер 10.  Ряд   ∑
∞

=1 !n

n

n
n

  рас ходится, так  к ак    

 11
1
1 1

1 >=





 +

=
⋅+

+
=

∞→

+

∞→

+

∞→
e

n
nlim

n)!n(
!n)n(lim

a
alim

n

nn

n

nn

n
n

. 

 

 Теорема 10.1(при знак Коши ).  Ес ли ряд  ∑
∞

=1n
na   п о л о ж ит елен  и  

qalim n
nn

=
∞→

,  т о  п ри  1<q  эт о т  ряд с хо дит с я,  а  п ри  1>q   ра с хо дит с я. 

При   1=q  о  с хо димо с т и ряда  ничего  с ка за т ь нельзя. 
 
 

 Теорема 11.1(и нтеграл ьный при знак Коши ).  Пус т ь члены ряда   ∑
∞

=1n
na  

т а кие, чт о   )1(1 fa = , )2(2 fa = ,… , )(nfan = , где функция )(xf  п ри 1≥x  

неп рерывна , п о л о ж ит ельна  и убыва ет . Т о гда  ряд ∑
∞

=1n
na  и нес о бс т венный 

инт егра л  ∫
∞

1

)( dxxf  с хо дят с я или ра с хо дят с я о дно временно . 

 Прим ер 11.  Рас с м отрим  ряд  ∑
∞

=1

1
n nα ,    ( 0>α ).                             (6) 

Ф унк ция   αx
xf 1)( = ,  1≥x   удовлетворяет  ус ловиям  теорем ы 11. Ч лены ряда 

(6) равны знач ениям  этой функ ции  п ри x=1,2,3,… . К ак  извес тно, 

нес обс твенный интег рал   ∫
∞

1

1 dx
xα  п ри 1>α   с хо дит с я, а  п ри 1≤α  

ра с хо дит с я.  Следовательно, данный ряд с ходится п ри  1>α  и рас ходитс я п ри  
1≤α . Зам етим ,  ч то п ри  0≤α  так ие ряды так же рас ходятся, так  к ак  их общ ий 
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ч лен не с трем итс я к  нулю  п ри ∞→n , т .е. нарушает с я необходим ое ус ловие 
с ходим ос ти ряда (с м . теорем у 5). 
 
 

Конт рол ь ны е  примеры  
 

Ис с ледовать с ходим ос ть рядов, п рим еняя п ризнак и с равнения (или 
необходим ый п ризнак ): 
 
1.  ...)(... n +−++−+−+− −11111111  

2.  ...... +





++






+






+

n

n 5
21

5
2

3
1

5
2

2
1

5
2 32

 

3.  ...
n

n... +
+

+
++++

12
1

7
4

5
3

3
2

 

4.  ...)(...
n

n

+
−

+−+−
+

+

1

1

43 10
1

10
1

10
1

10
1

 

5.  ...
n

... +++++
2
1

6
1

4
1

2
1

 

6.  ...
n

... +
+

++++
110

1
31
1

21
1

11
1

 

7.  ...
)n(n

... +
+

++
⋅

+
⋅

+
⋅ 1

1
43

1
32

1
21

1
 

8.  ...
n

...
n

+++++
2

3
2

2
22

32

 

9.  ...
n

... ++++++
1

4
1

3
1

2
11  

10.  ...
)n(

... +
−

++++ 2222 13
1

8
1

5
1

2
1

 

11.  ...
)1(

...
34

3
23
2

2
1 333

+
+

++++
nn

n
 

 
 Ис с ледовать с ходим ос ть рядов (с  п ом ощ ью  п ризнак ов К оши и 
Д алам бера): 

12. ...
)(

n...
n

+
−

++++
2

12
22

5
2
3

2
1

 

13. ...
)n...(
)n...(... +

−⋅⋅
−⋅⋅

++
⋅⋅
⋅⋅

+
⋅
⋅

+
34951
13852

951
852

51
52

1
2
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14. ...
n

n...
n

+







−
+

++





+






+

12
1

5
4

3
3

1
2 32

 

15. ...
n
n...

n

+







−
+






+






+

−1253

128
3

5
2

2
1

 

 
 
 Ис с ледовать с ходим ос ть знак оп оложительных рядов: 

1.  ...
!

1...
!3

1
!2

11 +++++
n   

2.  ...
1)1(

1...
15
1

8
1

3
1

2 +
−+

++++
n  

3.  ...
)13()23(

1...
107
1

74
1

41
1

+
+⋅−

++
⋅

+
⋅

+
⋅ nn  

4.  ...
12

...
19
9

9
4

3
1

2

2

+
+

++++
n
n

 

5.   ...
1

...
10
3

5
2

2
1

2 +
+

++++
n

n
 

6.   ...
)2()1(

12...
54

7
43

5
32

3
22222222 +

+⋅+
+

++
⋅

+
⋅

+
⋅ nn

n
 

7.  ( )
...

13
3...

10
9

7
6

4
3

2

22

+
+

++





+






+

n
n

 

8.  ...
13
12...

10
7

7
5

4
3 22

3
2
1

+







+
+

++





++








n

n
n

 

9.  ......2781 3

32 +++++ ne
n

eee  

10.  ...
12

2...
3
4

2
21

1

32 +
+

++++
−

n

n

 

11.  ...
12

!...
12

!3
12

!2
12

!1
32 +

+
++

+
+

+
+

+ n
n

 

12.  ...
)!1(

2...
!2

4
!1

21
1

+
−

++++
−

n

n

 

13.  ...
4...1284

)12(...531...
1284
531

84
31

4
1

+
⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅
++

⋅⋅
⋅⋅

+
⋅
⋅

+
n

n
 

14.  ...
)!2(

)!(...
!6
)!3(

!4
)!2(

!2
)!1( 2222

++++
n

n
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15. ...
)n...(

)n...(... +
−⋅⋅

+⋅⋅
++

⋅⋅
⋅⋅

+
⋅
⋅

+
23741

3998100410021000
741

100410021000
41
100210001000  

16. ...
)n)(n...(
)n)(n...(... +

−−⋅⋅⋅⋅
−−⋅⋅⋅⋅

++
⋅⋅
⋅⋅

+
781181713951
46761411852

951
852

1
2

 

17. ...
)n)(n(...

)n(...... +
−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅
++

⋅⋅
⋅

+
2444108642

34951
642

51
2
1

 

18. ...
)!12(

)910(21111...
!5

21111
!3
111

!1
1

+
−

−⋅⋅⋅
++

⋅⋅
+

⋅
+

n
n

 

19.  ...
)12(...97531

...941...
97531

941
531

411
2

+
−⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
++

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

+
⋅⋅

⋅
+

n
n

 

20.  ( ) ...
2

12...
22

5
2
3

2
11 +

−
+++++ n

n
 

21.  ∑
∞

=1

1
n n

arcsin ;  22.  ∑
∞

=1
2

1
n n

sin ; 

23.  ∑
∞

=






 +

1

11
n n

ln ;   24.  ∑
∞

=







 +
1

2

2 1
n n

nln ; 

25.  ∑
∞

=2

1
n nln ;   26.  ∑

∞

= ⋅2

1
n nlnn ; 

27.  ∑
∞

= ⋅2
2

1
n nlnn

;   28. ∑
∞

= ⋅⋅2

1
n nlnlnnlnn

;  29. ∑
∞

= −2
2

1
n nn

; 

30. ∑
∞

= +1 1
1

n )n(n
;  31.  ∑

∞

= ++1 21
1

n )n)(n(n
; 

32. ∑
∞

= +⋅2
3

1
n nlnnlnn

; 33.  ∑
∞

= −⋅2
3

1
n nnn

;   

34. ∑
∞

= −⋅⋅−1
3

3

1512n )n()n(
n

; 

 

35.  ∑
∞

=






 −

1
cos1

n n
π

; 36.  ∑
∞

=1

!
n

nn
n

;  37.   ∑
∞

=1

!2
n

n

n

n
n

; 

38.  ∑
∞

=1

!3
n

n

n

n
n

;  39.  ∑
∞

=1

!
n

n

n

n
ne

;  40.  ∑
∞

=1

!5
n

n

n

n
n
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 1.4. Знакочередующ и е с я ряды  
 
 Перейдем  к  рас с м отрению  рядов, ч лены к оторых им ею т  ч ередую щ иес я 
знак и. Будем  с ч итать, ч то п ервый ч лен так ого ряда п оложителен. Тогда 
знак оч ередую щ ийся ряд м ожно зап ис ать в виде 

 ...)1(... 1
4321 +−++−+− +

n
n aaaaa ,                                      (7) 

г де 0>na . 
Теорема 12.1(при знак Лейбни ца). Ес ли а бс о лю т ные величины члено в 

зна ко чередующего с я  ряда  (6) мо но т о нно  убыва ю т :
 ......321 >>>>> naaaa  
и о бщий член ряда  с т ремит с я к нулю :  0=

∞→
nn

alim , т о  ряд с хо дит с я.  

  
 Прим ер 12. Ряд 

∑
∞

=

++ −=+−++−+−
1

11 1)1(...1)1(...
4
1

3
1

2
11

n

nn

nn , 

с ходитс я, т . к . удовлетворяет  ус ловиям  п ризнак а Л ейбница: 

 1) >>>> ...
3
1

2
11 … ;  2)  01 =

∞→ n
lim
n

. 

 Рас с м отрим  теп ерь ряды с  ч ленам и п роизвольных знак ов. Так ие ряды 
называю т  знак оп ерем енным и рядам и. Возьм ем   к ак ой-нибудь зна ко п еременный 
ряд  

   ∑
∞

=

=+++++
1

321 ......
n

nn aaaaa ,                                         (8) 

г де ч ис ла ...,...,,, 321 naaaa   м огут  быть к ак  п оложительным и, так  и 
отрицательным и, п рич ем  рас п оложение их в ряде п роизвольно. 
 Рас с м отрим  ряд, с ос тавленный из м одулей ч ленов данного ряда (8): 

 ∑
∞

=

=+++++
1

321 ||...||...||||||
n

nn aaaaa                                (9) 

 Теорема 13.1(при знак с ходи мо с ти  знакопеременных рядо в ). Ес ли 
с хо дит с я ряд (9), т о  с хо дит с я и ряд (8). 
 Опреде л ени е  1. Ряд (8) на зыва ю т  а бс о лю т но  с хо дящимс я, ес ли ряд (9) 
с хо дит с я. Ес ли ж е ряд (8) с хо дит с я, а  ряд (9) ра с хо дит с я, т о  ряд (8) на зыва ют  
неа бс о лю т но  с хо дящимс я или ус л о вно  с хо дящимс я.    
  Д ля ис с ледования на абс олю тную  с ходим ос ть ряда (8) ис п ользую т с я 
извес тные п ризнак и с ходим ос ти знак оп оложительных рядов. 
 В  ч ас тнос ти, ряд (8) с ходитс я абс олю тно, ес ли  
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11 <+

∞→
|

a
a|lim

n

n
n

  или     1<
∞→

n
nn

|a|lim . 

В  общ ем  с луч ае из рас ходим ос ти ряда  (9)  не с ледует  рас ходим ос ти ряда 
(8). Н о ес ли  

11 >+

∞→
|

a
a|lim

n

n
n

  или     1>
∞→

n
nn

|a|lim , 

то рас ходится не тольк о ряд(8), но и ряд (9). 
 Д ля ос тат к а ряда  rn  в этом  с луч ае с п раведлива оценк а 1+≤ nn b|r| . 
 
 
 Прим ер 13. Ис с ледовать с ходим ос ть ряда 
 

...
12

)1(...
7
4

5
3

3
21 2

)1(432

+







−
−++






+






−






−

− nnn

n
n

. 

Сос тавим  ряд из абс олю тных велич ин ч ленов ряда: 

...
12

...
7
4

5
3

3
21

432

+







−
++






+






+






+

n

n
n

 

Т.к .  

,

n

lim
n
nlim

n
nlim

nn
n

n

n 2
1

12

1
1212

=
−

=
−

=







− ∞→∞→∞→
 

то данный ряд с ходитс я абс олю тно. 
 Ряд, рас с м отренный в п рим ере 12, с ходитс я ус ловно (неабс олю тно), т .к . 

ряд   ...1...
3
1

2
11 +++++

n
  - рас ходитс я (г арм онич ес к ий ряд). 

 
 
 Конт рол ь ны е  примеры  
 
 Ис с ледовать с ходим ос ть  с ледую щ их знак оп ерем енных рядов. В  с луч ае 
с ходим ос ти ис с ледовать на абс олю тную  и ус ловную  с ходим ос ть. 
 

1.  ...
12

)1(...
5
1

3
11

1

+
−

−
+−+−

−

n

n

  

2.  ...)1(...
3

1
2

11
1

+
−

+++−
−

n

n

 

3.  ...)1(...
9
1

4
11 2

1

+
−

+−+−
−

n

n
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4.  ...
56

)1(...
13
3

7
21

1

+
−

−
+−+−

−

n
nn

 

5.  ...
)1(

12)1(...
43

7
32

5
21

3 1 +
+⋅
+

−+−
⋅

+
⋅

−
⋅

−

nn
nn  

6.  ...
2

)1(...
8
3

4
2

2
1 2

2

+−+−+−−
+

n

nn n
 

7. ...
n)n(

n)(... n +
−++

+
−++

−
−

−
+−

111
11

144
4

133
3

22
2

 

8.  ...
13
12)1(...

10
7

7
5

4
3 32

+







+
+

−++





−






+−

n
n

n
n

 

9.  ...
)13(...852
)12(...753)1(...

852
753

52
53

2
3 1 +

−⋅⋅⋅⋅
+⋅⋅⋅⋅

−+−
⋅⋅
⋅⋅

+
⋅
⋅

− −

n
nn  

10.  ...
)52(...1197
)23(...741)1(...

1197
741

97
41

7
1 1 +

+⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

−+−
⋅⋅
⋅⋅

+
⋅
⋅

− −

n
nn  

11.  ...
)10(ln

sin...
)10(ln

3sin
)10(ln

2sin
10ln

sin
32 ++−++ n

nαααα
 

12. ∑
∞

=

−

1

1
n

n

n
nln)(

;  13. ∑
∞

=

−−
1

1 11
n

n

nn
tg)( . 

 
 

2. Ф унк ционал ь ны е  ряды . 
 
2.1. Ос но в ные  опреде л ени я 
 
Перейдем  к  рас с м отрению  рядов, ч ленам и к оторых являю тс я не ч ис ла, а 

функ ции: 
                      ...)(...)()()( 321 +++++ xuxuxuxu n                                  (1) 
Так ие ряды называю т ся  функцио на льными. Н ап рим ер, ряд 

......1 332 ++++++ xxxx  
являетс я функ циональным . 
 Ес ли в ряде (1) п ридать x к ак ое-либо знач ение 0x  из облас ти оп ределения 
функ ции )(xun , ,...3,2,1=n  , то п олуч им  ч ис ловой ряд 

                      ...)(...)()()( 0030201 +++++ xuxuxuxu n                     (2) 
Э тот  ряд м ожет  с ходиться или рас ходиться. Ес ли он с ходитс я, то точ к а 0x  
называет с я  т о чко й с хо димо с т и функ ционального ряда (1). Ес ли ряд (2) 
рас ходится, то точ к а 0x  называет ся точ к ой рас ходим ос ти  функ ционального 
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ряда (1). Д ля одних точ ек , взятых из облас ти оп ределения функ ции  )(xun , ряд 
(1) м ожет  с хо дит ьс я,  а для других  -  ра с хо дит ьс я. 
 

Опреде л ени е  2.1. Совок уп нос ть вс ех точ ек  с ходим ос ти функ ционального 
ряда называю т  о бл а с т ью  его  с хо димо с т и. 

 Сум м а )(xS функ ционального ряда (1) являетс я нек оторой функ цией от  
x , оп ределенной в облас ти с ходим ос ти ряда (1).  В  этом  с луч ае п ишут   

=)(xS ...)(...)()()( 0030201 +++++ xuxuxuxu n   
Сум м у n  п ервых ч ленов ряда ( n  -ю  ч ас тичную  с ум м у)  будем  обознач ать 

ч ерез )(xSn , а ос таток  ряда – ч ерез )(xrn . 
 

=)(xSn ...)(...)()()( 0030201 +++++ xuxuxuxu n  
)()()( xSxSxr nn −=  

Из оп ределения  облас ти с ходим ос ти функ ционального ряда  с ледует , ч то 
для лю бой точ к и  x  этой облас ти с ущ ес твует  п редел ч ас тичной с ум м ы )(xSn  
п ри ∞→n . В  точ к ах, не п ринадлежащ их облас ти с ходим ос ти, ч ас тичная с ум м а 

)(xSn  не им еет  п редела.  
Ес ли ряд с ходитс я, п ри нек отором  знач ении x , то  

)x(S)x(Slim nn
=

∞→
,  0=

→∞
)x(rlim nn

 
Д ля оп ределения облас ти с ходим ос ти ряда (1) дос таточно п рим енить к  

этом у ряду извес тные п ризнак и с ходим ос ти, с ч итая xфик с ированным . 
 
 
Прим ер 1. О п ределить облас ть с ходим ос ти ряда  

...
2

)1(...
23

)1(
22

)1(
21
1

3

3

2

2

+
⋅
+

++
⋅
+

+
⋅
+

+
⋅
+

n

n

n
xxxx

 

О бознач им  ч ерез )(xun  общ ий ч лен ряда, п олуч им : 

 .|x|
|x|)n(

n|x|lim
|)x(u|
|)x(u|lim nn

nn

n
n

n

n 2
1

112
21

1

1
1 +

=
++

+
=

+

+

∞→

+

∞→
 

Н а основании п ризнак а Д алам бера м ожно утверждать, ч то ряд с ходится 

(и п ритом  абс олю тно), ес ли   1
2

|1|
<

+x
,  т .е. п ри –3< x <1; ряд рас ходитс я,  ес ли   

1
2

|1|
>

+x
,  т .е.  ес ли   3−<<∞− x  или ∞<< x1 .  При 1=x  п олуч аем  

г арм онич ес к ий ряд: ...,
3
1

2
11 +++  к оторый рас ходитс я, а п ри  3−=x  -ряд: 
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...,
3
1

2
11 +−+−  к оторый (в с оответ с твии с  п ризнак ом  Л ейбница) с ходитс я не 

абс олю тно. Следовательно, ряд с ходится п ри 13 <≤− x . 
 
 
 
Конт рол ь ны е  примеры  
 

Н айти облас ть с ходим ос ти ряда 

1. ∑
∞

=1

1
n

xn
.      2. ∑

∞

=

+−
1

1 1)1(
n

x
n

n
.  

3. ∑
∞

=

+−
1

ln
1 1)1(

n
x

n

n
.  4. .

)12(
)12sin(

1
2∑

∞

= −
−

n n
n

   

5. n
n

n x
3

sin2
0

∑
∞

=
.   6. ∑

∞

=0n
nxe
nxcos

. 

7. ∑
∞

=

⋅−+−
0

11
n

xsinnn e)( .           8.∑
∞

=1

!
n

nx
n

.  

 

9.∑
∞

=1

1
n

nx!n
.    10. ∑

∞

= −1 12
1

n
nx)n( . 

11. ∑
∞

= −1 2n
n)x(

n
.   12. ∑

∞

= +
+

0
251

12
n

nx)n(
n

. 

13. ∑
∞

=

−

−⋅
−

1

1

53
1

n
nn

n

)x(n
)(

.  14. ∑
∞

=1n
n

n

n
x
n

. 

15. ∑
∞

=






 +

1 2
1

n
nn

n

x
x . 

 
 
2.2. Степенны е  ряды  
 
Опреде л ени е  2.2.   Ст еп енным рядо м  называет с я функ циональный ряд 

∑
∞

=

−=

=+−++−+−+−+

0
0

0
3

03
2

02010

)(

...)(...)()()(

n

n
n

n
n

xxa

xxaxxaxxaxxaa

     (3) 
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 Ч ис ла ,...,...,,,, 3210 naaaaa  называю т ся ко эффициент а ми с т еп енно го  
ряда . В  ч ас тнос ти, ес ли  00 =x . Будем  им еть  с теп енной ряд, рас п оложенный 
п о с теп еням  x : 

                                     ......3
3

2
210 ++++++ n

nxaxaxaxaa                              (4) 
В  дальнейшем  будем  рас с м атривать им енно так ие с теп енные ряды, п отом у ч то 
вс як ий с теп енной ряд (1) п одс тановк ой  10 xxx =−  п реобразует с я к  ряду 
ук азанного вида. 
 Теорема 2.1(теорема Абе л я). Ес ли с т еп енно й ряд (4) с хо дит с я в т о чке 

0xx = ,  00 ≠x ,    т о  о н с хо дит с я, и п ри т о м а бс о лю т но , для вс ех x , 
удо влет во ряющих ус л о вию  |||| 0xx < ; ес ли ряд (4) ра с хо дит с я п ри 1xx = , т о  
о н ра с хо дит с я для вс ех x, удо влет во ряющих ус ло вию  |||| 1xx >   
Очевидно ,  чт о   с т еп енно й ряд (4) с хо дит с я п ри 0=x . 
 Д ля к аждого с теп енного ряда, им ею щ его к ак  точ к и с ходим ос ти, так  и 
точ к и рас ходим ос ти, с ущ ес твует  так ое  п оложительное ч ис ло R, ч то для вс ех x, 
так их ч то: Rx <|| , ряд абс олю тно с ходится, а для вс ех x , так их ч то: Rx >|| , ряд 
рас ходится. 
 Опреде л ени е  2.3.  Ра диус о м с хо димо с т и с теп енного ряда (4) называет ся 
так ое ч ис ло R , ч то для вс ех x, Rx <|| , с теп енной ряд с ходится, а для вс ех x, 

Rx >|| , рас ходится. Интервал ),( RR−  называет ся интервалом  с ходим ос ти. 
Д ля с теп енных рядов вида (3) интервалом  с ходим ос ти будет  интервал 

),( 00 RxRx +− . 

 Теорема 2.2. Ес ли с ущес т вует  п редел    ,
|a|
|a|

lim
n

n

n
01 ≠+

∞→
 т о  ра диус  

с хо димо с т и с т еп енно го  ряда  (4) ра вен  =R |a|
|a|lim

n

n

n
1+

∞→
. 

 Прим ер 2. Н айдем  радиус  с ходим ос ти ряда 

...
!

1...
!2

11 2 +++++ nx
n

xx  

Им еем    

 =R |a|
|a|lim

n

n

n
1+

∞→
= =+

∞→ !n
)!n(lim

n

1
∞=+

∞→
)n(lim

n
1 . 

Следовательно, ряд с ходитс я  абс олю тно на вс ей ч ис ловой  п рям ой. 

 Прим ер 3.  Ряд ∑
∞

=1
!

n

nxn   рас ходитс я на вс ей ч ис ловой п рям ой, к ром е 

точ к и 0=x , так  к ак  его радиус  с ходим ос ти 
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=R
|a|
|a|lim

n

n

n
1+

→∞
= =

+∞→ )!n(
!nlim

n 1
0

1
1

=
+∞→ )n(

lim
n . 

Прим ер 4.  Н айдем  радиус  с ходим ос ти ряда   ∑
∞

=1

||
n

n

n
x

. 

 =R =
+

∞→ |a|
|a|lim

n

n

n
1

=
+

∞→ n
nlim

n

1 111 =+
→∞

)
n

(lim
n

. 

 Следовательно,    п о теорем е 2.2  данный  ряд    с ходится на интервале         
(-1,1). Ис с ледуем  п оведение ряда на к онцах интервала с ходим ос ти,  т .е. в точ к ах  

1−=x ,  1=x .  При 1=x  п олуч аем  г арм онич ес к ий ряд  ∑
∞

=1

1
n n , а п ри  

1−=x , ряд   ∑
∞

=

−
1

1)1(
n

n

n ,  к оторый с ходитс я в с илу п ризнак а Л ейбница. Так им  

образом , данный ряд с ходитс я в лю бой точ к е п олуинтервала [ )1,1−  и рас ходится 
вне его. 
 

Конт рол ь ны е  примеры  
 

Н айти интервал с ходим ос ти с теп енного ряда и ис с ледовать с ходим ос ть на 
к онцах интервала с ходим ос ти: 

1. ∑
∞

=0n

nx .    2.∑
∞

= ⋅1 2n
n

n

n
x

.    

3. ∑
∞

=

−

−1

12

12n

n

n
x

.   4. ∑
∞

=

−−

−1
2

121

)34(
2

n

nn

n
x

.                 

5. ∑
∞

=

−−

1

1)1(
n

nn

n
x

.   6. ∑
∞

= +
+

1

25

12
)1(

n

n

n
xn

.   

7. ∑
∞

=

− +−
1

21 )12()1(
n

nn xn . 8. ∑
∞

=1 !n

n

n
x

.  

9. ∑
∞

=1
!

n

nxn    10. ∑
∞

=1n
n

n

n
x

. 

11. 
n

n

n
x

n
n 12

1 12

−∞

=
∑ 








+ .  12. ∑
∞

=0

22
3

n

nn x . 
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13. 

22

1 21 







⋅

+∑
∞

=

x
n

n
n

.  14. ∑
∞

=1

!
n

n

n

n
xn

. 

 

 15. ∑
∞

=

−

⋅⋅2

1

3n
n

n

nlnn
x

.  16. ∑
∞

=

−

⋅
−

−
1

1

3
51

n
n

n
n

n
)x()(  

17. ∑
∞

= ⋅
−

1 5
)3(

n
n

n

n
x

.   18. ∑
∞

= ⋅
−

1

2

9
)1(

n
n

n

n
x

.  

19. ∑
∞

=

− −
−

1

2
1

2
)2()1(

n

n
n

n
x

. 20. ∑
∞

=

+

1
2

)3(
n

n

n
x

.    

21. ∑
∞

=

+
1

)3(
n

nn xn .  22. ∑
∞

=

−

⋅
+

1

12

42
)5(

n
n

n

n
x

.   

23. ∑
∞

= ⋅−
−

1 2)12(
)2(

n
n

n

n
x

.  24. ∑
∞

= +⋅+
−

1

2

)1ln()1(
)3(

n

n

nn
x

.

 25.∑
∞

=
++

−−

1
12 2)1(
)3)(23(

n
n

n

n
xn

.  26. ∑
∞

= ++
−

−
1 1)12(

)3()1(
n

n
n

nn
x

. 

 
 
 2.3. С в ойс тв а с тепенных рядо в   
 
 Пус ть функ ция )(xf  являетс я с ум м ой с теп енного ряда 

                  ...,...)( 2
210 +++++= n

n xaxaxaaxf                                       (5) 
интервал с ходим ос ти к оторого ),( RR− . В  этом  с луч ае говорят , ч то на 
интервале ),( RR−  функ ция )(xf  разлагает с я в с теп енной ряд (или ряд п о 
с теп еням  x). 
 Теорема 2.3. Ес ли функция )(xf  на  инт ерва ле ),( RR−  ра зл а га ет с я в 
с т еп енно й ряд (5), т о  о на  дифф еренцируема  на  эт о м инт ерва ле и ее 
п ро изво дна я  )(' xf мо ж ет  быт ь на йдена  п о членным дифф еренциро ва нием 
ряда  (5), т .е. 
    ...,xna...xaxaa...)'xa...xaxaa()x('f n

n
n

n +++++=+++++= −12
321

2
210 32  

А налогично м ог ут  быть выч ис лены п роизводные лю бого п орядк а функ ции  
)(xf . При этом  с оответ с твую щ ие ряды им ею т  тот  же интервал с ходим ос ти, ч то 

и ряд (5).  
Теорема 2.4.  Ес ли функция )(xf  на  инт ерва ле ),( RR−  ра зл а га ет с я в 

с т еп енно й ряд (5), т о  о на  инт егрируема  в инт ерва ле ),( RR−  и инт егра л  о т  
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нее мо ж ет  быт ь вычис лен п о членным инт егриро ва нием ряда  (5), т .е., ес ли 
),(, 21 RRxx −∈ , т о   

.........)...()(
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

10
2

210 ++++=+++++= ∫∫∫ ∫∫
x

x

n
n

x

x

x

x

x

x

n
n

x

x

dxxaxdxadxadxxaxaxaadxxf

 
Конт рол ь ны е  примеры  

 
Прим еняя п оч ленное дифференцирование и интег рирование, найти 

с ум м ы рядов: 
 

1. ...
n
x...xxx

n

+++++
32

32

 

2. ...
n
x)(...xxx

n
n +−+−+− −1

32

1
32

 

3. ...
n
x...xxx

n

+
−

++++
−

1253

1253

 

4. ...
n
x)(...xxx

n
n +

−
−+−+−

−
−

12
1

53

12
1

53

 

5. ...x)n(...xx n ++++++ 1321 2   
6. ...x)n()(...xx nn +−−+−+− −− 22142 121531  
7. ...x)n(n...xx n ++++⋅+⋅+⋅ −12 1433221  
 
Н айти с ум м ы рядов: 

8. ...
x
n...

xxx n +++++ 32

321  

9. ...
n
x...xxx

n

+
−

++++
−

3495

3495

 

 
 

 2.4. Разл ож ени е  функци й в  с тепенные  ряды  

 

 Теорема 2.5.  Ес ли функция )(xf  на  инт ерва ле ),( 00 RxRx +−  
ра зл а га ет с я в с т еп енно й ряд 

=)(xf ...)(...)()()( 0
3

03
2

02010 +−++−+−+−+ n
n xxaxxaxxaxxaa  ,        (6) 

т о  эт о  ра зло ж ение единс т венно . 
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 Ряд 

...,)(
!

)(
...)(

!2
)(''

)(
!1

)('
)()( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0 +−++−+−+= n

n

xx
n

xfxxxfxxxfxfxf   (7) 

называет с я рядо м Тейло ра  функ ции )(xf ,  к оэффициенты  этого ряда  

),( 00 xfa =  ,
!1

)(' 0
1

xfa =  ,
!2

)('' 0
2

xfa =  … , ,
!

)( 0
)(

n
xfa

n

n =  

называю т  ко эффициент а ми Тейло ра  функции )(xf  в т о чке x . 
 Так им  образом , ес ли функ ция )(xf  разлагает с я в с теп енной ряд п о 
с теп еням  0xx − , то этот  ряд обязательно является рядом  Тейлора этой 
функ ции. 
 Ес ли в ряде Тейлора п оложить ,00 =x  то п олуч им  ч ас тный с луч ай ряда 
Тейлора, к оторый называю т  рядо м М а кл о рена : 

         ...
!

)0(...
!2

)0(''
!1

)0(')0()(
)(

2 +++++= n
n

x
n

fxfxffxf                   (8) 

 З а меча ние. В с е рас с уждения были с деланы в п редп оложении, ч то 
функ ция )(xf  мо ж ет  быт ь ра зло ж ена  в с т еп енно й ряд. 
 Пус ть теп ерь функ ция )(xf  в интервале ),( 00 RxRx +−  им еет  
п роизводные лю бого п орядк а. Тогда для лю бого x  из этого интервала и для 
лю бого n будет  с п раведлива ф о рмула  Тейло ра  
 

),(...)(
!

)(...)(
!2

)('')(
!1

)(')(

)(

0
0

)(
2

0
0

0
0

0 xrxx
n

xfxxxfxxxfxf

xf

n
n

n

++−++−+−+=

=

      (9) 

г де  

                                   )(
)!1(

))((
)( 0

00
)1(

xx
n

xxxf
xr

n

n −
+

−+
=

+ θ
                                      (10) 

Ф о рмула  М а кло рена  для лю бой бес к онечно дифференцируем ой функ ции им еет  
вид 

),(...
!

)0(...
!2

)0(''
!1

)0(')0()(
)(

2 xRx
n

fxfxffxf n
n

n

++++++=                         (11)            

г де  ос таточный ч лен 
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1

)1(

)!1(
)()( +

+

+
= n

n

n x
n

fxR ξ
,  ,xθξ =   10 <<θ                                                     (12) 

 Ес ли обознач ить ч ерез )(xSn  ч ас тичную  с ум м у ряда М ак лорена, то 
форм улу (11) м ожно зап ис ать так : 
                                       )()()( xRxSxf nn +=                                                     (13) 
 Теорема 2.6. Для т о го  чт о бы ряд М а кл о рена  (8) с хо дилс я на  инт ерва ле 

),( RR−  и имел  с во ей с уммо й функцию   )(xf , нео бхо димо  и до с т а т о чно , 
чт о бы на   ),( RR−  о с т а т о чный член )(xRn  ф о рмулы М а кл о рена  (12)  
с т ремилс я к нулю  п ри ∞→n , т .е. 0=

∞→
)x(Rlim nn

 для любо го  ).,( RRx −∈  

 Прим ер 5. Разложить в ряд М ак лорена функ цию  xexf =)( . Так  к ак , 
xn exf =)()(   и 1)0()( =nf , 

п о форм уле (8) для функ ции xe  с ос тавим  ряд М ак лорена 

                                          ...
!

...
!2!1

1
2

+++++
n
xxx n

                                               (14) 

Н айдем  интервал с ходим ос ти  ряда (14) 

 .
!n

)n(!nlim
a
alimR

n
n

n

n
∞=

+
==

∞→
+

∞→

1

1
 

Следовательно, ряд абс олю тно с ходится на вс ей ч ис ловой п рям ой. 

 Д ок ажем  теп ерь, ч то функ ция  xe  - с ум м а ряда (14). В  с илу 
необходим ого ус ловия с ходим ос ти ряда для лю бого x  с п раведливао равенс тво 

                                                   0=
∞→ !n

|x|lim
n

n
.                                                       (15) 

 Так  к ак  )()1( ξ+nf = ξe , то 

 11
)1(

)!1()!1(
)()( ++

+

+
=

+
= nn

n

n x
n
ex

n
fxR

ξξ
, 

г де xθξ = , 10 <<θ .   О т с ю да, уч итывая, ч то  
||xee <ξ
, п олуч аем  

 .||
)!1(

||
)!1(

|)(| 1
||

1 ++

+
<

+
= n

x
n

n x
n
ex

n
exR

ξ

 

В  с илу (15) 

0
!
||lim =

∞→ n
x n

n
,  с ледовательно,  0

!
||lim

1

=
+

→∞ n
x n

n
. 
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Поэтом у, п ереходя к  п ределу в п ос леднем  неравенс тве п ри ∞→n , п олуч аем , 
ч то 0=

∞→
)x(Rlim nn

 п ри лю бом  x и , с ледовательно, функ ция xe  является с ум м ой 
ряда (14). 
 Прим ер 6. Разложить в ряд М ак лорена  функ цию  xxf sin)( = . Здес ь 

),kxsin()x(f )k(

2
π

+=   0
2

0 ==
πksin)(f )k(  п ри  nk 2= ,   

nkf )1()0()( −=  п ри  12 += nk  

При этом   1|)(| )( ≤xf n  на вс ей ч ис ловой ос и. Поэтом у п олуч им  ряд для 
функ ции xsin : 

...
)!(

)(...
!

sin +
+

−++−=
+

12
1

3

123

n
xxxx

n
n

, 

п ри вс ех ),( ∞−∞∈x  
А налогично  для xcos : 

 

...
)!(

)(...
!

cos +−++−=
n

xxx
n

n

2
1

2
1

22

 

 
 

Конт рол ь ны е  примеры  
 
Разложить п о целым  п оложительным  с теп еням  x  ук азанные функ ции, 

найти интервалы с ходим ос ти п олуч енных рядов и ис с ледовать п оведение их 
ос таточных ч ленов: 

1. )0(, >aa x .   2. ).
4

sin( π
+x     

3. )cos( ax + .   4. x2sin .    
5. )2ln( x+ . 
Н ап ис ать разложение п о с теп еням   x и ук азать интервалы с ходим ос ти 

рядов: 
6. x2cos .    7. .3cos3sin xxx +    

8. 2)1(
32

−
−

x
x

.   9. 
34

53
2 +−

−
xx

x
.   

10. .2xxe−     11. .
2xe      

12. .2cos x     13. .
9 2x

x
+
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14. .
4

1
2x−

   15. .
1
1ln

x
x

−
+

    

16. ).21ln( 2xx −+  
 

          Прим еняя дифференцирование, разложить п о с теп еням   x с ледую щ ие 
функ ции и ук азать интервалы, в к оторых эти разложения им ею т  м ес то:  

17. )1ln()1( xx ++ .  18. arctgx .     

 19. .arcsinx    20. )1ln( 2xx ++ . 
 

Прим еняя различные п рием ы, разложить п о с теп еням   x  заданные 
функ ции и ук азать интервалы, в к оторых эти разложения им ею т  м ес то:  

21. .cossin 22 xx   22. .)1( xex −+     

23. .)1( 3xe+    24. 3 8 x+ .    

25. 41
1
x−

.    26. ).23ln( 2 ++ xx  

 
Н ап ис ать три п ервых отличных от  нуля ч лена разложения в ряд п о 

с теп еням   x функ ций. 

27. tgx .    28. 
xe cos

.     

29. .cosln x    30. .sin xe x  
 
31. Разложить xln в ряд п о  с теп еням  .1−x  

32. Разложить x
1

 в ряд п о  с теп еням  .1−x  

33. Разложить 2
1
x
в ряд п о  с теп еням  .1+x  

34. Разложить 
23

1
2 ++ xx

в ряд п о  с теп еням  .4+x  

35. Разложить 
74

1
2 ++ xx

в ряд п о  с теп еням  .2+x  

36. Разложить 
xe в ряд п о  с теп еням  .2+x  

37. Разложить x в ряд п о  с теп еням  .4−x  

38. Разложить xcos  в ряд п о  с теп еням  .
2
π

−x  
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39. Разложить x2cos в ряд п о  с теп еням  .
4
π

−x  

40. Разложить xln в ряд п о  с теп еням  .
1
1

x
x

+
−  

 
41. К ак ова велич ина доп ущ енной  ошибк и, ес ли п риближенно п оложить 

!4
1

!3
1

!2
12 +++≈t  ? 

42. С к ак ой точнос тью  будет  выч ис лено ч ис ло 
4
π  , ес ли вос п ользоваться  

рядом  

...
53

53

−+−=
xxxarctgx , 

 взяв с ум м у его п ервых п яти ч ленов п ри 1=x ? 
43. Ск ольк о нужно взять ч ленов ряда 

 ...,
!2

1cos
2

+−=
xx  

ч тобы выч ис лить o18cos  с  точнос тью  до 0,001? 
 44. Ск ольк о нужно взять ч ленов ряда 

 ...,
!3

sin
3

+−=
xxx  

ч тобы выч ис лить o15sin  с  точнос тью  до 0,0001? 
 45. Ск ольк о нужно взять ч ленов ряда 
 

 ...,
!3!2!1

1
32

++++=
xxxe x  

ч тобы найти ч ис ло e  с  точнос тью  до 0,0001? 
46.Ск ольк о нужно взять ч ленов ряда 

 ...,xx)xln( +−=+
2

1
2

 

ч тобы выч ис лить 2ln  с  точнос тью  до 0,01,  0,001? 
 47. Выч ис лить 3 7  с  точнос тью  до 0,01 с  п ом ощ ью  разложения функ ции 
3 8 x+  в ряд п о с теп еням  x . 
 48.  Выч ис лить 4 19  с  точнос тью  до 0,001. 

49. При к ак их знач ениях x  п риближенная форм ула  

 ...,
!2

1cos
2

+−≈
xx  

дает  ошибк у, не п ревышаю щ ую  0,01, 0,001, 0,0001? 
50. При к ак их знач ениях x  п риближенная форм ула  

 ,xxsin ≈  
дает  ошибк у, не п ревышаю щ ую  0,01, 0,001? 
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3. Ряды  Ф урь е   
 
3.1 Три гонометри че с ки й ряд и  его  о с но в ные  с в ойс тв а 

  3.1.  Опреде л ени е   3.1. Ряд вида   

)sincos(
2

...sincos...2sin2cossincos
2

1

0

2211
0

nxbnxaa

nxbnxaxbxaxbxaa

n
n

n

nn

∑
∞

=
++=

=++++++++

         (1) 

называет с я т риго но мет ричес ким рядо м; а ч ис ла  
,...,,...,,,,, 22110 nn bababaa - ко эффициент а ми т риго но мет ричес ко го  ряда . 

Теорема 3.1.  Ес ли функция )(xf  о п ределена  и инт егрируема  на  о т резке 
[ ]ππ ,− , ра зл а га ет с я в т риго но мет ричес кий ряд  

           ∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

)(
n

nn nxbnxaaxf ,                                          (2) 

ко т о рый мо ж но  инт егриро ва т ь п о членно , т о  эт о  ра зло ж ение единс т венно . 

 К о эффициент ы  nn baa ,,0  о п ределяю т с я ф о рмула ми: 

  dxxfa ∫
−

=
π

ππ
)(1

0 .                                                                                 (3) 

    ∫
−

=
π

ππ
nxdxxfan cos)(1

.                                                                                  (4) 

   ∫
−

=
π

ππ
nxdxxfbn sin)(1

.                                                                                  (5) 

 
 Оп ределение 3.2. Пус т ь )(xf  - функция, о п ределенна я на  о т резке 
[ ]ππ ,− . То гда  чис л а  ,,,0 nn baa  на йденные п о  ф о рмула м (3)-(5), на зыва ю т с я 
ко эффициент а ми Ф урье, а  ряд 

∑
∞

=
++

1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxaa
 

 с  эт ими ко эффициент а ми на зыва ет с я рядо м Ф урье функции  )(xf  
 З а меча ние.  Ес ли функ ция  )(xf , оп ределенная на отрезк е  [ ]ππ ,− , 
чет на я, тогда ее к оэффициенты Ф урье  оп ределяю тс я п о форм улам : 
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0=nb ,       dxxfa ∫=
π

π 0
0 )(2

,    ∫=
π

π 0

cos)(2 nxdxxfan .                                   (6) 

 

 Ес ли функ ция  )(xf , оп ределенная на отрезк е  [ ]ππ ,− , нечет на я, тогда 
ее к оэффициенты Ф урье  оп ределяю тс я п о форм улам : 

0=na ,            ∫=
π

π 0

sin)(2 nxdxxfbn .                                                                   (7) 

Так им  образом , ес ли  функ ция )(xf , ч етная, то ряд Ф урье с одержит  
тольк о к ос инус ы и тольк о с инус ы, ес ли функ ция )(xf  неч етная. 

 Прим ер 1.  Рас с м отрим  функ цию  xxf =)( . Э та функ ция неч етная, 
ее к оэффициенты находятся п о форм улам   (7). Им еем  

0=na , 

n
nxdx

n
nxx

n
nxdxx

nxdxxfb

n

n

2)1(cos1cos12sin2

sin)(2

1

00

0

+−=







+−==

==

∫∫

∫
ππ

π

ππ

π
 

Так им  образом , п олуч аем  ряд Ф урье данной функ ции  

           





 +−++−+−= + ...sin)1(...

4
4sin

3
3sin

2
2sin

1
sin2 1

n
nxxxxxx n

. 

 
 

Ряд Фурье  с  пери одом  2l 
Пус ть функ ция )(xf  оп ределена на отрезк е  [ ]ll,−  (l-п роизвольное 

п оложительное ч ис ло) и  разлагает с я на этом  отрезк е в ряд Ф урье. Тогда 
форм ула (2) п риним ает  вид 
 

∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

)(
n

nn x
l

nbx
l

naaxf ππ
,                                            (8) 

г де 

dxxf
l

a
l

l
∫
−

= )(1
0 .                                                                                             (9) 

∫
−

=
l

l
n xdx

l
nxf

l
a πcos)(1

,             ,....3,2,1=n                                                       (10) 
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∫
−

=
l

l
n xdx

l
nxf

l
b πsin)(1

,             ,....3,2,1=n                                                       (11) 

 
 
 
 
Конт рол ь ны е  примеры  
 
Разложить в ряд Ф урье с ледую щ ие функ ции на п ром ежут к е  [ ]ππ ,−  

 1.  ||)( xxf = .    5.  xxf sin)( = .   
2.  xxf += π)( .   6. xxf cos)( = .   

3.  
2)( xxf = .                  7.  axxf sin)( = .   

4.  
xexf =)( .    8.  axxf cos)( = . 

9.  
axexf =)( .    10. shxxf =)( . 

11. chxxf =)( . 
 
В  ук азанных интервалах  разложить в ряд Ф урье функ ции: 
12.  ||)( xxf = ,   )11( ≤≤− x  
13.  xxf 2)( = ,   )10( ≤≤ x  

14.  
xexf =)( ,    )( lxl ≤≤−  

15.  xxf −=10)( ,   )155( ≤≤− x  
 
 
Разложить в неп олные ряды Ф урье: а) п о с инус ам  к ратных дуг ; б) п о 

к ос инус ам  к ратных дуг  с ледую щ ие функ ции: 
16.  1)( =xf ,   )10( ≤≤ x . 
17.   xxf =)( ,  )0( lx ≤≤ . 

18.  
2)( xxf = ,   )20( π≤≤ x . 

 

19. 




<<−
≤<

=
.x,x

x,x
)x(f

212
10
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20. Разложить п о к ос инус ам  к ратных дуг  в интервале 





 3

2
3 ,  функ цию  

  






<<−

≤<
=

.x,x

x,
)x(f

323

2
2
31
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